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А = - (mgh2  - mgh1)                               

Обозначим потенциальную энергию mgh через Ep (Ep = mgh), тогда можно написать в таком 

виде: А = - (Еp2  - Еp1 ).   Поскольку сила тяготения Земли направлена против движения тела массы 

m,  ее работа отрицательна.  
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Шакерхан Н., Сыдыкова Ж.К., Ерженбек Б. 

Потенциалдық энергия ұғымын қалыптастыру 

Түйіндеме. Мақалада физикадан білім берудегі потенциалдық энергия ұғымын қалыптастыру 

қарастырылады. Авторлар осы ұғымды материалдық нүктелердің өзара әрекеттесуінің гравитациялық 

энергиясын таныстыру негізінде оқып үйрену әдісін ұсынады. Өзара әсерлесетін денелердің потенциалдық 

энергиясының теңдеуін алғаннан осы нәтижелерді «Жер-дене» жүйесіне көшіріледі. Авторлар дене мен Жер 

арасындағы өзара әрекеттестіктің потенциалды энергиясын есептеудің екі әдісін ұсынады. Жердің 

гравитациялық потенциалы мен байланыс энергиясы қарастырылады. Жердің тартылыс өрісінде орналасқан 

денеге қатысты екі формуланың бірдей екені анықталды.  

Түйінді сөздер: Потенциалды энергия, материалдық нүктелердің өзара әрекеттестігі, гравитациялық 

потенциал, байланыс энергиясы, потенциалдық шұңқыр. 
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(1Al-Farabi Kazakh National University, 2University of International Business) 

 

ANALYSIS OF NUMERICAL SOLUTION OF POISSON EQUATION  

BY ILU (0)-GMRES METHOD 

 
Abstract. In this paper, we analyze the GMRES and GMRES methods with the ILU (0) preconditioner using the 

example of solving the two-dimensional Poisson equation. To accelerate the method of convergence, the ILU(0) 

preconditioner was used and the corresponding changes were made to the GMRES algorithm. CSR format was used to 

store sparse matrices. Data of iterations number for the method of convergence without preconditioner and with the 

preconditioner ILU(0) were obtained and analyzed. 

Key words. GMRES, ILU factorization, preconditioner, ILU(0)-precondition, Poisson equation, CSR format. 
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АНАЛИЗ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА МЕТОДОМ ILU(0)-GMRES 

 
Аннотация. В данной работе проводится анализ методов GMRES и GMRES с предобуславливателем 

ILU(0) на примере решения двумерного уравнения Пуассона. Для ускорения сходимости метода был 

использован предобуславливатель ILU(0) и в алгоритм GMRES были внесены соответствующие изменения. 

Для хранения разреженных матриц использовался формат CSR. Были получены и проанализированы данные 

количества итерации сходимости метода без предобуславливателя и с предобуславливателем ILU(0).    

Ключевые слова. GMRES, ILU-факторизация, предобуславливатель, ILU(0)-предобуславливание,  

уравнение Пуассона, CSR формат. 
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Введение. Актуальной задачей алгебры разреженных матриц является решение системы   
 

,       (1) 
 

где -разреженная матрица размера . Такие задачи возникают при решении многих 

задач математической физики [1,2]. Методы решения таких систем делятся на прямые и 

итерационные. Итерационные методы применяются при решении задач больших размерностей, когда 

прямые методы не могут использоваться из-за ограничений в памяти и долгого времени расчета. 

 Итерационные методы приближают решение системы к точному решению за определенную 

последовательность итерации. Йозеф Саад и другие разработали итерационный метод решения 

СЛАУ под названием GMRES - Generalized minimal residual method [3]. GMRES – метод обобщенных 

минимальных невязок, итерационный метод нахождения приблеженного решения СЛАУ [4,5]. 

Алгоритм был разработан Йозефом Саадом и Мартином Г. Шульцем. GMRES является линейным 

решателем подпространства Крылова общего назначения и может быть применен к любым видам 

систем. Метод, для нахождения минимизирующего невязку вектора из подпространства Крылова, 

опирается на алгоритм Арнольди. 

Проблемы сходимости методов – основные вопросы которые возникают при исследований 

качества итерационных методов. На эффективность решения систем итерациооными методами 

влияет обулавленность матрицы решаемой системы уравнений [6,7]. Для более эффективного 

решения используются предобуславливатели. В данной работе в качестве предобуславливателя был 

выбран ILU(0). Неполное LU разложение (ILU(0)) является эффективным предобулавливателем и 

легко реализуется [3,6,7,8]. 

В данной статье рассматривается решение двумерного уравнения Пуассона методом GMRES и 

GMRES с предобулавливателем ILU(0). 

Алгоритм GMRES. Cистема вида  
 

 
 

рассматривается в подпространстве Крылова:  
 

 
 

Если построить подпространство , то любой вектор  из этого подространства может 

быть представлен в виде: 
 

, 

 

где  – матрица из векторов ортонормированного базиса подпространства ,  – вектор 

размерности . В этом случае невязку уравнения можно определить как функцию 
 

    (2) 
 

В связи с тем, что столбцы матрицы  составляют ортонормированную систему векторов, 

выполняется следующее соотношение: 
 

 
 

GMRES аппроксимирует точное решение данной системы (1) вектором  из подпространства 

, который в свою очередь минимизирует невязку (2). Вектор  может быть получен 

следующим образом: 
 

     (3) 
 

где – вектор, находящийся в виде решения линейной задачи наименьших квадратов размера  

, где . 

. 
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Для вычисления  решим систему  в виде задачи наименьших квадратов. 

Матрица  приводится к верхнетреугольному виду с помощью вращений Гивенса [9]. 

Определяется матрица вращения  с коэффициентами вращения , которая при умножении на 

систему  обнуляет элемент , при этом . Таким образом для -того 

шага получим: 

 и . 

 

 

 
 

Рис. 1. Вид матрицы вращения  

 

Обозначим  Тогда:  
 

 

 
 

Так как унитарная матрица, выполняется следующее равенство: 

 
 

 
 

Решив систему  относительно , и подставив результат в уравнение (3) находится 

конечное приблеженное решение  для системы (1). Для решения  невязка  

совпадает с последним элементом  вектора правой части . Это же значение совпадает с 

невязкой исходной системы, то есть: 
 

 
 

Данное значение может использоваться в качестве критерия остановки метода. 

GMRES с предобуславливанием ILU(0). Предобуславливание – модификация системы 

линейных уравнений (1), которая упрощает решение этой системы с помощью разных методов. Цель 

предобуславливания – перейти от плохо обуславленной системы к хорошо обуславленной системе 

для сокращения числа итерации [10]. 

 В данной работе рассматривался предобуславливание с помощью домножения исходной 

системы (1) на некоторую матрицу , то есть переход к системе вида: 
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Матрицу  называют предобулавливателем. Есть такие виды предобуславливания как SSOR, 

SGS, ILU. Для этой работы был выбран предобулавливатель ILU(0), метод также называется 

неполным LU разложением. При полном LU разложении разреженной матрицы, портер найденных 

матриц L и U не совподают с портретом исходной матрицы, то есть, индексы изначально нулевых 

элементов могут быть дополнены значениями что приводит к потерям в памяти. Для решения этой 

проблемы сформулируем алгоритм ILU факторизации на основе полного LU разложения методом 

Гаусса, алгоритм которого выглядит следующим образом: 
 

for k = 1 to n − 1  

for i = k + 1 to n  

  

end  

for j = k + 1 to n  

for i = k + 1 to n  

  

end  

end  

end 

 

Для нахождения неполного разложения достаточно проводить рассчеты только в пределах 

портрета матрицы , то есть, NZ(A)={(i,j): } [11]. Покажем модифицикацию алгоритма для 

неполного разложения ILU(0): 

 
for k = 1 to n − 1  

for i = k + 1 to n and if (i,k) ∈ NZ(A) do 

   

end  

for j = k + 1 to n  

for i = k + 1 to n and if (i,j) ∈ NZ(A) do 

  

end  

end  

end 
 

 Смысл неполоного разложения – представление исходной матрицы  в виде 
 

 

 
 

где L и U – нижнетреугольная и верхнетреугольная матрицы соостветственно, полученные неполной 

факторизации, R – невязка факторизации. После проведения ILU факторизации, матрицу  
 

 

 
 

можно использовать в виде предобуславливателя. Для реализации алгоритма GMRES с ILU(0) 

предобулавливателем [12], занесем некоторые изменения: 

 

 
for j = 1 to m 

  

 for i = 1 to j 

   

`   

 end 
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end 
 

в самом начале вычислить  как ; 

выполнить m шагов алгоритма Арнольди; 

- далее вычислить конечное приближение из уранения (3) 

Численные эксперименты. В данной работе было выбрано уравнение Пуассона вида: 
 

 
 

где  непрерывная функция 
 

 
 

с граничными значениями 
 

 

 

 

 
 

Область вычисления 

. 
 

Если разностную аппроксимацию уравнения (4) записать для каждой внутренней точки 

области, то можно получить систему линейных уравнений вида (1) с количествым неизвестных, 

равным числу внутренних точек сетки [13]. Полученная система решалась методом GMRES и 

GMRES с предобуславливанием ILU(0). Матрица коэффициентов данной системы не будет иметь 

трехдиагональную структуру и к тому же будет разреженным.  

Хранение полной матрицы со всеми нулевыми элементами приводит к очень большим тратам 

памяти. В цели оптимизации памяти был выбран формат хранения разреженных матриц CSR [14,15].  

CSR (Compressed Sparse Rows) – формат хранения разреженных матриц в строчном виде. В 

данном формате используются три одномерных массива: 

- первый массив values хранит значения всех ненулевых элементов построчно; 

- второй массив cols хранит номера столбцов элементов массива values; 

- третий массив rowindex хранит индекс начала каждой строки. 

Количество элементов массива rowindex равно n+1. i-тый элемент массива rowindex показывает 

на начало i-той строки в массиве элементов values. То есть, элементы строки i в массиве values 

находятся в пределах индексов rowindex[i] и rowindex[i+1]-1 включительно. Приведем пример, пусть 

дана матрица A в следующем виде: 
 

1 0 0 4 0 

0 3 0 0 0 

0 0 2 0 6 

0 1 0 0 3 

5 0 0 7 0 
 

В таком случае вышеприведенные массивы формата CSR будут в виде: 
 

 

 

values:                   1 4 3 2 6 1 3 5 7 
 

cols: 0 3 1 2 4 1 4 0 2 
 

rowindex: 0 2 3 5 7 9 
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Как видим, размер массивов values и cols равна NZ (количество ненулевых элементов).  

В нашем случае, если взять размер сетки уравнения Пуассона равным , то размер 

матрицы  будет . Размер в памяти этой матрица в полном виде с типом double 

будет примерно 704 МБ. А если взять только ненулевые элементы такой матрицы, они будут 

занимать в памяти только примерно 0,36 МБ. Посчитаем занимаемое место в памяти матрицы для 

сетки   в формате CSR, оно будет равно 0,8 МБ. Как можно увидеть, формат CSR дает 

возможность хранить намного большие разреженные матрицы. 

Результаты и анализ. Были произведены вычислительные эксперименты в разных размерах 

сетки Пуассона. В частности, было определено количество итераций нужных для сходимости метода 

с и без предобуславливания. Сравнивались время выполнения двух программ. 

В следующей таблице можно увидеть описание матриц, с которыми проводились вычисления. 

Как говорилось ранее, размерность матрицы А совпадает с количеством внутренних точек сетки 

уравнения Пуассона. Матрица имеет пятидиагональную структуру, исходя из этого можно посчитать 

количество ненулевых элементов. 

 

            Таблица 1. Использованные матрицы 

 
Номер матрицы 1 2 3 

Сетка уравнения Пуассона 100х100 200х200 300х300 

Размерность матрицы А 9604х9604 39204х39204 88804х88804 

Количество ненулевых элементов 47628 195228 442828 

Номер матрицы 4 5 6 

Сетка уравнения Пуассона 400х400 500х500 600х600 

Размерность матрицы А 158404х158404 248004х248004 357604х357604 

Количество ненулевых элементов 790428 1238028 1785628 

 

В следующих рисунках номера матриц в оси ОХ совпадают с матрицами из Таблицы 1. 

 

 
 

Рис. 2. Количество итерации сходимости метода 
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Рис. 3. Время выполнения 

 

По описанным матрицам в таблице 1 вы можете увидеть что, как и упоминалось раньше, 
размерность решаемой системы равна количеству внутренних точек сетки уравнения Пуассона. Как 
можете увидеть, в рисунке 1, во всех матрицах количество нужных итераций для сходимости метода 
с предобуславливанием меньше чем количество итераций GMRES. Из-за этого в рисунке 3 видим, 
что время выполнения программы GMRES в 5-8 раз больше чем время исполнения программы 
GMRES с ILU(0) предобуславливанием. 

Выводы. Метод GMRES может быть использован для решения систем любого вида, 
предобуславливание ускореят сходимость метода. Данная статья была посвящена анализу методов 
GMRES и GMRES с предобуславливанием ILU(0) на примере решения двумерного уравнения 
Пуассона. Матрицы коэффициентов уравнения Пуассона являются разреженными, поэтому 
использовался формат хранения матриц CSR, что позволил работать с довольно большими 
матрицами. В данной задаче количество итерации и время выполнения ILU(0)-GMRES метода 
меньше чем у GMRES. Это позволяет сделать вывод что метод с предобуславливанием ILU(0) лучше 
справляется с данной задачей. 
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РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СТАЦИОНАРНОЙ ЛИНЕЙНОЙ 
ОДНОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ МОМЕНТНЫХ УРАВНЕНИЙ БОЛЬЦМАНА В ТРЕТЬЕМ 

ПРИБЛИЖЕНИИ ПРИ ОБОБЩЕННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ ВЛАДИМИРОВА-
МАРШАКА КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫМ МЕТОДОМ 

 
Аннотация. Составлен алгоритм численного решения краевой задачи для стационарной линейной 

системы моментных уравнений Больцмана в третьем приближении при обобщенных граничных условиях 
Владимирова-Маршака конечно - разностным методом и приведен результат численного эксперимента.  

Ключевые слова: моментные уравнения Больцмана, обобщенные граничные условия Владимирова-
Маршака. 

В случае одноатомного газа любая макроскопическая система в процессе своей эволюции к 
состоянию равновесия проходит 3 этапа: начальный переходный период – описывается в терминах 
полной функции распределения системы, кинетический период – с помощью одночастичной функции 
распределения, которая удовлетворяет уравнению Больцмана, гидродинамический период – с 
помощью пяти однородных уравнений относительно плотности, средней скорости, температуры и 
др., которые соответствуют законам сохранения массы, импульса и энергии. Эти пять уравнений 
образуют незамкнутую систему, т.к. содержат 13 неизвестных. Для того, чтобы замкнуть эту систему 
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